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Instrucoes

1. So6 abra este caderno quando o fiscal autorizar.
2. Verifique se 0 seu nome esta correto na capa deste caderno.

3. Durante a prova, sao vedadas a comunicagado entre candidatos e a utilizacdo de qualquer material de
consulta, eletrdnico ou impresso, e de aparelhos de telecomunicagéao.

4. Duragao da prova: 3 horas. Cabe ao candidato controlar o tempo a partir do relégio disponibilizado na sala
de provas. O(A) candidato(a) podera retirar-se da sala definitivamente somente apds decorridos
90 minutos de prova. Nao havera tempo adicional para transcrigdo de respostas.

5. Lembre-se de que a FUVEST se reserva o direito de efetuar procedimentos adicionais de identificagéo e
controle do processo, visando a garantir a plena integridade do exame. Assim, durante a realizagdo da
prova, podera ser coletada por um fiscal uma foto do(a) candidato(a) para fins de reconhecimento facial,
para uso exclusivo da USP e da FUVEST. A imagem néo sera divulgada nem utilizada para quaisquer
outras finalidades, nos termos da lei.

6. Apods a autorizagio do fiscal da sala, verifique se o caderno esta completo. Ele deve conter 9 questdes
discursivas: 3 questdes de Algebra Linear; 3 questdes de Desenho; e 3 questdes de Mecanica Geral.
Informe ao fiscal de sala eventuais divergéncias.

7. Os espagos em branco nas paginas dos enunciados podem ser utilizados para rascunho. O que estiver
escrito nesses espagos nao sera considerado na corregao.

8. Aresposta de cada questao devera ser escrita exclusivamente no quadro a ela destinado, utilizando caneta
esferografica de tinta azul ou preta. Nas questdes que exigem calculo, € indispensavel indicar a resolugao
na folha de respostas.

9. Ao final da prova, é obrigatdria a devolugao deste caderno de questoes.

Declaragao

Declaro que li e estou ciente das informagdes que constam na capa desta prova, bem como dos avisos
que foram transmitidos pelo fiscal de sala.

ASSINATURA

O(a) candidato(a) que ndo assinar a capa da prova sera considerado(a) ausente da prova.




Questdo 01

O planeta Terra, aqui considerado como uma esfera, gira em torno de seu préprio eixo com um periodo de um dia
e completa um ciclo ao redor do Sol em um ano. O eixo de rotagdo da Terra em torno de si mesma esta inclinado em
relagdo ao plano que contém a trajetdria da Terra em torno do Sol. O angulo de inclinagao é igual a latitude do Trépico
de Capricornio. No dia mais longo do ano em um ponto sobre essa linha imaginaria, a sombra de uma haste vertical
atinge o comprimento nulo (quando o Sol esta a pino), o que ndo acontece nas demais épocas do ano.

Assuma que, devido a grande distancia da Terra ao Sol, relativamente ao diametro de Terra, os raios solares sdo
paralelos. Assuma também que o inicio e o fim de um dia em um ponto P da Terra sdao marcados pela condi¢ao de que
0s raios solares sdo ortogonais a normal a superficie da Terra em P.

Considere a figura a seguir em que é esquematizada a situagdo da Terra com relagdo a direcdo dos raios solares.
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Adote o sistema de coordenadas S = {0, {l, 7, k} } atrelado a Terra como indicado na figura. O ponto O estd no centro
- g ~ . - . ~
do planeta, os vetores T e k tém a mesma velocidade angular que a Terra, e j corresponde ao eixo de rotagdo dela.

Abase B = {Y, 7, E} é ortonormal.

Eall
Il
=~
>
.l
<

Esquema da posicdo da Terra em relagdo aos raios solares.

A latitude do tropico de Capricdrnio é aproximadamente 23,5 graus. Para esta questdo, assuma a aproximacgao que
sen (23,5) = 0,4. Faga suas contas com apenas uma casa decimal.

Para os itens seguintes, assuma que a Terra estd em uma posi¢dao em relagdo ao Sol tal que esse dia é o mais longo
do ano para uma cidade sobre o trépico de Capricdrnio.

a) Forneca as coordenadas de um vetor ¥ de comprimento unitario que tem a mesma dire¢do dos raios solares quando
o Sol estd a pino em uma localidade sobre o trépico de Capricdrnio usando a base atrelada a Terra.

b) Forneca a representagdo matricial [T] do operador linear T que realiza a mudancga de coordenadas de um vetor fixo
qualquer do espaco R3 em relacdo a B que estd atrelada a Terra, quando esta executa uma rotacdo em torno de
seu eixo de 6 radianos a partir da posi¢do da Terra quando o Sol estd a pino. A representagdao matricial deve usar a
base B atrelada a Terra.

¢) Mostre que, em uma cidade sobre o Equador, que tem latitude zero, o tempo entre o nascer e o por do Sol é igual a
metade de um dia.

d) Usando as aproximagdes cosa ~1—a?/2 e sena ~ a quando a, dado em radianos, é pequeno, estime
gquantos minutos o dia é mais longo em uma cidade sobre o trépico de Capricérnio do que em uma cidade sobre o
Equador no dia mais longo do ano. Assuma que um dia tem 24 X 60 minutos.



Resposta da questdo 01

a)

Por inspecio, as coordenadas de um vetor ¥ que satisfaz as condicdes da questio sio
7 = (cos(23,5deg), —sen(23,5 deg), 0).
Outra possibilidade é o inverso do vetor acima.

Uma transformacio linear fica completamente determinada quando se conhece a sua acio sobre
os vetores da base. Assim, aplicando a transformacio pedida aos vetores que tem coordenadas
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) antes da rotacio sucessivamente, obtemos a matriz de transformacao
pedida.

cosfl 0 —send

T =| 0o 1 0
senfl 0 cosf

Fixe um ponto € sobre o Equador quando o Sol esta em sen ponto mais alto no céu. O
vetor unitdrio normal 4 superficie da Terra no ponto €' tem sempre coordenadas (1,0,0) na
hase atrelada 4 Terra. Aplicamos T em ¥ do item anterior para obter suas novas coordenadas
quando a Terra executa uma rotacio de # radianos em torno de seu eixo ff O resultado sio as
coordenadas (cosf cos(23.5), —sin(23,5), cos(23,5)send).

Os limites do dia, quando o Sol ainda estd sobre o horizonte, sio dados pela condicio de
ortogonalidade dos raios solares com relacio 4 normal A superficie da Terra no ponto . Essa
condigio se traduz no produto escalar (cosfl cos(23,5), —sin(23,5), cos(23,5)send) - (1,0,0) =0,

o que implica § = £7/2. Isto é, a Terra deve realizar um movimento de rotagio de 7 radianos
entre o nascer e o por do Sol. Isso equivale 4 duracio de metade de um dia.

Fixe um ponto P sobre o trépico de Capricdrnio quando o Sol estd em sen ponto mais alto
no cén. O vetor unitirio normal a4 superficie da Terra no ponto P tem sempre coordenadas
(cos(23.5), —sen(23.5),0). Aplicamos T" em ' deserito nos itens anteriores para obter suas novas
coordenadas quando a Terra executa uma rotacio de # radianos em torno de seu eixo j. O
resultado sio as coordenadas (cosfl cos(23,5), —sin(23,5), cos(23,5)send).

Os limites do dia, gquando o Sol ainda esta sobre o horizonte, sio dados pela condicio de ortogo-
nalidade dos raios solares com relacio & normal & superficie da Terra no ponto P. Essa condicio

se traduz no produto escalar (cosfl cos(23,5), —sin(23,5), cos(23,5)senf)-(cos(23,5), —sen(23,5),0) =
0. que fornece

cosf(cos(23,5))” + (sin(23,5))?) = 0,

Isto é, usando as aproximacdes numéricas dadas no enunciado, temos cosfl = —1/6. Fazendo
0 =7/24+ @ em que p é a duracio do "excesso de metade de um dia”, usando a relacio
trigonométrica cos(m/2+ ) = —seny e as aproximagoes para f pequeno, obtemos que @ = 1/6
radianos. Usando uma regra de trés, vemos que @ corresponde a 38,2 minutos, ou seja o dia
mais longo tem 2 x 38,2 minutos a mais que 12 horas.
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Questdo 02

Suponha que [A] seja uma matriz quadrada simétrica real de ordem 2 que satisfaz a equagdo
[A]* + a4 [A] + a,[1] =0,

com a;,a; € R e a, #0.

a) Mostre que [A] é inversivel.
b) Determine [A]™! em funcdo de [4].



Resposta da questdo 02

a) Para que [A] seja inversivel, é necessirio e suficiente que det[A] #£ 0. Como o determinante de
[A] é igual ao produto de seus autovalores, para que [A] seja inversivel é necessario e suficiente
que nenhum autovalor seja nulo.

Como [A] é quadrada simétrica e real, ela é diagonalizavel. Assim, existe uma matriz [(Q]
ortogonal de ordem 2 tal que [Q][A][Q]" é uma matriz diagonal [A], em que os elementos da
diagonal sio seus antovalores,

Pré e pds multiplicando a equacio
[A]2 4 a1[A] + as[l] = 0,
por [Q] e [@], obtemos

(A2 + a1[A] + a2[A] = 0.

Iss0 significa que os autovalores satisfazem a equacio

A+ a1A + ash = 0.

Como aq £ 0 é ipnal ao produto das solucdes da equacio acima. Dai nenhum autovalor & nulo.
Entdo, o determinante de [A] nfio é nulo. A conclusio é que [A] possui inversa.

b)  Basta multiplicar a equacio
A2 + a1[A] + asall] = 0
por [A]7!, que existe. Dai obtemos
[A] + a1[I] + a2A] ' =0,

e entio,

A7 =~ (4] + ).
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Questdo 03

Considere o sistema elastico esquematizado na figura a seguir.

..

A FAL AN b
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Sistema elastico.

Ele é composto por quatro molas de constante elastica k > 0 que se ligam no ponto central, onde se localiza uma
massa pontual M > 0. Os pontos A4, B, C e D nas extremidades das molas sdo fixos. Usando o sistema de coordenadas
indicado na figura, que ndo se move com o movimento do sistema, obtém-se o seguinte sistema de equacGes
diferenciais ordinarias, apds a aplica¢do da segunda lei de Newton, para pequenos deslocamentos da massa M:

2.
ﬂf% = —k(1 + (cos 0)*)x — k(sen 0 cos 0)y (1)
2
*Mﬁg = —k(sen fcos B)z — k(sen §)?)y. (2)

As coordenadas x e y sdo medidas ao longo de T e 7, respectivamente.

Responda aos seguintes itens, adotando 6 = ”/4 radianos.

a) Assumindo espaco vetorial real, qual é a dimensdo do espago solugdo do sistema de equagbes apresentado?
b) Assumindo espaco vetorial real, forneca a solugdo geral do sistema de equagGes acima, obtendo todos os auto-pares
do problema.



Resposta da questdo 03
a) A dimensdo do espaco solugio é 2, pois trata-se de um sistema de equacdes de ordem 2.

b) Pode-se escrever a equacio dada em forma matricial.
[ 1+ (cos®)?) (senf cosf) } [ T }

\ d [z .
Ay | (senfcosf)  (senf)?) Yy
Supomos
[ ’ } = [ 0 } sen(wt).
y Yo g
Fazendo uma simples substituicio, obtemos
Muw? [ zg [ (1+ (cos#)?) (senflcosh) T (3)
k Yo |g | (senf cosf) (senfl)?) v |g

fr 2 . . .
Buscamos os autovalores do problema ao buscar valores de A = Ek“‘— tais que o sistema acima
tenha solugdes nao triviais. Usamos #§ = § como especificado no enunciado.

Essa condicio implica em

5
NE

det [ 2
Y A =1-— % Substituindo sucessivamente

Essa equacéo possui duas raizes, que sdo Ay = 1+~
A1 e A2 na equaciio (3), obtemos os autovetores [xo yols = [1 (V2 —1)] e [zo wo]c = [1 — (1 ++2)].

A solucio geral pedida tem a forma
kg

- 1 kA 1
=l van [ Sp e | iy Jes 5

u

)
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Questdo 04

Dadas as vistas superior e lateral direita de uma peca representadas no primeiro diedro, desenhe a vista frontal em
corte do plano AA.

dr=f
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Resposta da quest
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Questdo 05

Considere as vistas frontal e lateral direita de uma pega representadas no primeiro diedro:

a) Complete o conjunto de vistas, desenhando a vista superior na sua posi¢do correta.
b) Qual a melhor técnica de modelamento de sélido para criar o furo escareado da pecga?




Resposta da questdo 05

a)

el il el e il el

T e

b) Features hole (furo)
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Questdo 06

A figura a seguir mostra as vistas de uma pecga geradas no primeiro diedro, em escala natural (1:1). Desenhe a
perspectiva isométrica simplificada da pega, mostrando as faces frontal, superior e lateral direita, em escala natural.

...................
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Questdo 07

A figura a seguir ilustra uma estrutura constituida por uma placa esbelta e homogénea OACD, de peso P, e por duas
barras esbeltas e homogéneas BB’ e CC’, de peso desprezivel. Os vinculos em O e A sdo anéis ideais. As barras, por sua
vez, possuem articulagdes em suas extremidades. O poligono OACD é um trapézio retangulo; os pontos A, C e D estao
contidos no plano Oxy; os pontos B’ e C’ estdo contidos nos planos Oyz e Oxz, respectivamente; e os segmentos BB’ e
CC’ sdo reversos e ortogonais aos eixos Oy e Ox, respectivamente.

Considerando a estrutura apresentada, determine

a) as coordenadas xg e yg do centro de massa G da placa.

b) as magnitudes dos esforgos atuantes nas barras BB’ e CC'.



Resposta da questao 07

. . . 2, = .
a) A placa pode ser concebida como a concepcdo de uma placa triangular de centro de massa {Eb,gb,ﬁ) e area

%(25)(45) = 4b?, e uma placa retangular de centro de massa (2b, 3b,0) e drea (2b)(4b) = 8b2. Assim:

4b? (3b) + 8b2(2b) 1 ab? (%b) + 8b%(3b) B

¥a 4b% + 8b2 *e T Ya 4b® + 8b? Ye ™79

b) A figura ao lado indica o diagrama de corpo livre da placa. Das B
condigbes necessarias para o equilibrio, temos: C’ '

4
TR=0 = —in=0 =

4 20
IMoy =0 = —cTg(3b)+Pxg=0 = |Tz=—-P
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Questdo 08

A figura a seguir ilustra um sistema composto por um disco homogéneo, de centro A, massa m e raio R, por uma barra
esbelta e homogénea AB, de massa desprezivel e comprimento L, e por um pequeno bloco B de massa m. O disco pode
rolar sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal, ao passo que o bloco pode transladar sem atrito em uma
guia vertical. Os vinculos em A e B sdo articulagGes ideais. O bloco encontra-se ligado a uma mola linear ideal, de
constante k, que se encontra relaxada na posicdo 8 = 60°.

E)_B

ANNN

Para o sistema representado, determine
a) a expressio da energia cinética do sistema para uma configuracdo genérica, em funcdo de 0 e 6 e dos parametros
fornecidos no enunciado.

b) ovalor maximo de k para que o sistema consiga atingir a configuracdo 8 = 90°, partindo do repouso da configuragdo
6 = 60°.

Note e adote:

Para o disco, utilize J, = mR?/2




Resposta da questao 08

a) Para relacionar as velocidades dos pontos A e B com a velocidade angular 8 da
barra, pode-se obter o centro instantdneo de rotag¢do da barra, ponto |, como
mostrado na figura. Assim:

- . - -+ A os =
vy = —BLcosf1 e wvg = —FLsinf)
Além disso, como o disco rola sem escorregar, seu centro instantdneo de rotagdo é o

8Lcosd

ponto C, de onde decorre que sua velocidade angular é w = .

Assim, a energia cinética do sistema é:

1 1 1 1 1 .
E=5m|§ﬁ|2+i_,’ﬂzm2+im|{;3|z = E=§mL2(1+Ec0529)92

b) Entre as configuragdes 8 = 60° e 8 = 90°, realizam trabalho o peso do bloco B e a forga elastica na mola linear:

1 1 /1 I 4mglL— kI?
T P L
2 2 \2 8
Aplicando o Teorema da Energia Cinética:

amgl — kI* 4mg
W=AE=E —E=E=0 = — >0 = |k<——
8 L
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Questdo 09

Afigura a seguir ilustra um sistema composto por duas barras esbeltas e homogéneas OA e AB, de mesmo comprimento
L, e por um bloco B. Tanto a barra OA quanto o bloco B tém massa m cada. A barra AB, por sua vez, tem inércia
desprezivel. Sabe-se que o sistema parte do repouso da configuragdo indicada e que o coeficiente de atrito cinético
entre o bloco e a superficie plana sobre a qual estd apoiado é igual a u.

‘9

Para a configuragdo ilustrada, determine

a) ovetor aceleracio dg do bloco em func¢io da aceleracdo angular a da barra OA (positiva no sentido anti-horario).

b) o esforgo atuante na barra AB em fun¢do de m, g e u, indicando se é de tragdo ou compressdo.

Note e adote:

Para a barra OA, utilize Jo, = mL?/3




Resposta da questao 09

a) Utilizando as equacdes dos campos de aceleractes para as barras OA e AB:
dp=do+doaN(A—0)—wl,(A—0)=0+akAL]—0=—aLi
Gy = Ga+GagA(B—A) —wig(B—A) = —aLi+ aagk ALT— 0= —aLi+ asgl]

. T . . M = ﬁ—} ﬁ—} ru
Por outro lado, como o bloco desliza sobre a superficie plana inclinada: ag = ag (—?1 — ?]). lgualando as expressées

= v
para ag, obtém-se a,; = —a e, portanto:

|EL'B = —alL1—al]|

b) Aplicando o Teorema da Quantidade de Movimento Angular para a barra OA, com polo O:

3T IN
= TL = a=-—— e
.-rl:!z“'z L mlL A 3
Aplicando o Teorema da Resultante para a bloco B: ] ' s

V2 2
m(—al) =-T—(1—-uyN— = N=-— T

2 (1—p) mg

V2 TS :

m(—aL) = (1 + M)N? —-—mg = T=—mg [3 + 4 (m)] O |

A barra AB encontra-se, portanto, comprimida na configuracgo indicada.
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