MATEMATICA

Homenagem visual a drea de Matematica, representada por célculos de vitrais utilizados na
arquitetura.
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Matematica

Questao 01

A palavra ARARA, para além da beleza da ave e de ser um palindromo, € comumente utilizada em exercicios de analise
combinatoria e probabilidade, pois € formada por cinco letras, com apenas duas letras distintas. Supondo que as letras dessa
palavra estao numa urna em que a retirada de cada uma das letras € equiprovavel, responda:

a) Qual a probabilidade de sortear duas letras, sem reposi¢ao, formando a palavra AR, isto €, sortear a primeira letra A e, sem

a reposicao, sortear a segunda letra R?

b) Qual a probabilidade de sortear 5 letras, sem reposi¢éo, e formar novamente a palavra ARARA?

c) Supondo agora que as letras colocadas na urna sao coloridas, isto €, AR“ R/, qual a probabilidade de sortear novamente,
sem reposicao, 5 letras que formem a palavra AR“ R/ com a mesma coloragao inicial?

Resolugao

a) Dada a equiprobabilidade, a probabilidade de sair a letra A € de % e posteriormente de % de sair R, ou seja, a

probabilidade de sair AR & 2.2 = 2 = 30%.
5 2 10
b) Novamente dada a equiprobabilidade, temos respectivamente os seguintes valores S , % , g , % e % . Portanto a
probabilidade 6 2.2.2.2 2 = L = 109%.

para 0s respectivos sorteios. Portanto, a probabilidade é

e

. 1 1 1 1
c) Nesse caso, temos os seguintes valores 20358
11111
-.-.-.-.—=—=10,8333 ... %.
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Questado 02

Uma rede de supermercados vende dois tipos de frascos de um determinado alcool, um com capacidade de 1 litro e outro de
2 litros. Em um certo dia do més, um dos supermercados da rede vendeu um total de 50 frascos e, nesse dia, o valor arrecadado
com as vendas desses frascos foi de R$ 320,00.

a) Se o preco do frasco de alcool de 1 litro & de R$ 6,00 e de 2 litros é de R$ 10,00, quantos frascos de cada tipo foram
vendidos nesse dia?

b) Agora suponha que nesse dia o supermercado vendeu 25 frascos de 1 litro pelo valor total de R$ 125,00. Qual era o valor
do frasco de 2 litros?

c) Agora imagine que a validade do frasco de 2 litros esta proxima do vencimento e que o supermercado anunciou uma
promoc&o em que o valor do frasco de 2 litros sera o mesmo do frasco de 1 litro, ou seja, R$ 6,00. E possivel que, ao final
da promog&o, o gerente venda a mesma quantidade de frascos (50 frascos) arrecadando o mesmo valor (R$ 320,00)? Se
for possivel, quantos frascos de cada tipo foram vendidos?

!

Resolugao

a) Considerando X = numero de frascos de 1 litro e Y = numero de frascos de 2 litros temos o seguinte sistema:

{ X+Y=50
6,00X + 10,00Y = 320

Resolvendo o sistema por substituicao, podemos expressar X em funcéo de Y a partir da primeira equacdo X =50-Y.
Substituindo na segunda equacéo temos 6,00(50 —Y) + 10,00Y = 320 que resulta em 300 — 6,00Y + 10,00Y = 320. Logo,
Y = 5 e X =45. Portanto foram vendidos 45 frascos de 1 litro € 5 frascos de 2 litros.

b) Se o supermercado vender 25 frascos de 1 litro por R$125,00 temos o seguinte sistema:

{ 25+Y=50
5% 25+ bY =320

(320-125) _

7,80.
25

Da primeira equacao temos que Y = 25. Logo, 5 X 25+ 25b=320=b =
Portanto, o valor do frasco de 2 litros deve ser de R$7,80.

c) Dado gue o novo valor do frasco de 2 litros é igual ao de 1 litro, ou seja, R$6,00, e o valor arrecado é de R$320,00, o
novo sistema € dado por:

{ X+Y=50 {6,00X +6,00Y = 300
6,00X + 6,00Y = 320 6,00X + 6,00Y = 320

N3o é possivel que o gerente venda a mesma quantidade de frascos arrecadando o mesmo valor porque o sistema é impossivel.
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Questao 03

Na parte frontal do casco de um submarino esta localizado um sonar esférico de raio 3 m para detectar objetos ao seu redor.
O sonar emite ondas que se propagam em todas as diregdes, formando esferas de raio igual a distancia entre o centro do

sonar até a superficie do objeto detectado. O centro do sonar esta a uma profundidade de 120 m em relacéo a superficie da
agua.

120m @ ............

Sonar

Linha horizontal do
submarino que passa pelo centro do sonar

a) Qual a distdncia minima do centro do sonar até a superficie do objeto para que ele seja detectado?

b) Se o sonar detecta um objeto a uma distancia de 10 m do seu centro, em um ponto localizado a 45° acima da linha horizontal
que passa pelo centro do sonar, qual é a profundidade do objeto em relagdo a superficie da agua?

c) Se o sonar detecta um objeto a uma profundidade de 170 m abaixo da superficie da agua e a 30° abaixo da linha horizontal,
que passa pelo centro do sonar, qual é a distancia do objeto até o centro do sonar?

@
®

Resolugao

a) Adistancia minima € o comprimento do raio do sonar, ou seja, 3 m.

b) Como o objeto esta localizado a 45° acima da linha horizontal temos a situagéo de um tridangulo retangulo. Assim, para
descobrir dv, temos que sen(45°) = %. Logo dv = 10 x sen(45°) = 10? = 5v2 = 7,07 m. Dado que a distancia da
superficie da agua até o centro é de 120 m, entédo a profundidade do objeto € de 120 — 7,07 = 112,93 m.

i
i

Linha horizontal do t e
i

submarino \

c) Como angulo é de 30° em relacao a linha horizontal do sonar € o objeto esta a uma profundidade de 170 m, ou seja,
50 m abaixo da linha horizontal que passa pelo centro do sonar, temos gue sen(307) = %0. Logo, d = sens((;o°) =100 m.
Sendo assim, a distancia entre 0 objeto e o centro do sonar € de 100 m.

-

Linha horizontal do
submarino

o
. =
3

Linha vertical
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Questao 04

“Tudo por 50% do dobro” é uma frase bem conhecida sobre ofertas enganosas, que virou meme. Isso basicamente porque um
produto, apods sofrer um aumento de 100%, passando a custar o dobro, precisa de um desconto de 50% para voltar ao seu
valor inicial, ou seja, permanecer com o valor inalterado ap6s o reajuste seguido do desconto. Com base nessa ideia, responda:

a) Qual seria 0 percentual de desconto necessario para que um produto que foi reajustado em 50% volte ao valor original?

b) Admita que um produto que custa P seja reajustado em x% e, posteriormente, com um desconto de y%, volte a custar o
mesmo valor P. Explicite y em funcéo de x no modelo apresentado, isto &, exiba o desconto y em fungéo do reajuste x.

c) Suponha que um produto tem um reajuste de m% e depois um desconto de n%, voltando a custar o valor inicial. Considere
que m e n sao inteiros maiores que zero. Qual seria 0 menor valor de m para que n seja também um inteiro?

Resolugao
a) Um produto com valor P, que sofre um reajuste de 50%, passa a custar 1,50P e para que volte a custar P, temos

P =150P(1—y%) = 1—y% = —— = 0,666...= y% = 0,333... ouseja,y = 33,33%.

1,

b) Temos

P = P(1+x%)(1 - y%) = P (o2) (£22X) = 10.000 = (100 + x)(100 — ) , sendo assim

10000 _ 10g_ 10000 _ 100x
— = —y> y= - =
100 + x y=y 100 +x 100 +x

c) Paraeste item, pode-se ou nao utilizar o anterior. Sem utilizar, podemos verificar que o primeiro valor inteiro positivo
de m que torna n também inteiro positivo € 25 (tornandon = 20).
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Questao 05

Deseja-se instalar uma luminaria a uma certa altura do teto. A luminaria esta posicionada no vértice P de uma piramide regular
de base quadrada que, por sua vez, esta inscrita em um cubo de lado 4 m, conforme a imagem a seguir. As projecdes da
luminaria no plano do teto e chao sao representadas, respectivamente, pelos pontos R e Q, que coincidem com a intersecgao
das diagonais dos quadrados DCGH e ABFE.
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Imagem sem escala

a) Admitindo que as arestas laterais da piramide medem 3 m, a qual distancia a luminaria esta do chao?

b) Supondo que as arestas laterais da piramide formam um angulo de 45° com o chao, qual € o comprimento, em metros, da
aresta lateral da piramide?

c) Considerando a projecao ortogonal do ponto P no plano do fundo do cubo, representada pelo ponto S, qual sera o
comprimento da projecdo da aresta PF no plano EFGH, se a altura PQ for de 2v2 m?

& \ 4 — — i —

Resolugao

a)

Como o ponto Q é uma projegdo da luminaria no plano do chao temos o triangulo retangulo PQB. Além disso, 0 ponto
Q é a interseccao das diagonais do quadrado ABEF, cuja diagonal é d = Iv/2 = 4v/2 m. Logo, QB é 2v/2 m. Como a

aresta da piramide mede 3 m, aplicando Pitagoras, 3% = h? + (2\/7)2 e, portanto, a altura PQ & 1 m.

P
»
)

Q B
2v2Zm

A diagonal do quadrado ABEF ¢ d = Iv2 = 4V2 m. Como a projecdo da luminaria no quadrado ABEF estd na
intersecgéo das diagonais do quadrado (ponto Q) entdo a distancia QB & dada por 2v/2 m. Se o angulo entre a aresta
da piramide e 0 chéo ¢é de 45°, entéo o triangulo retangulo PBQ ¢ iséscele. Logo, a altura da luminaria até o chao (PQ)
¢ de 24/2 m e, portanto, aplicando Pitdgoras, cada aresta mede 4 m.

A projecgéo do ponto Q no plano EFGH localiza-se no ponto médio da aresta EF. Denotando por M esse ponto médio,
temos que MF = 2 m. Assim, temos um triangulo retangulo SMF. Como a projecdo SM é igual & altura PQ entdo SM=2+/2
m. Aplicando Pitagoras, temos que SF = V12 = 2v3 m.

S,
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Questao 06

x|

Considere a fungao real modular f(x) = L onded>0.

a) Quais s&o os pontos de intersecdo entre a reta y = 1 e o gréfico de f(x) parad = 1?
b) Qual a area da regido obtida a direita do eixo 0y, abaixo da reta y = 2 e acima do grafico de f(x) para d = 2?
c) Qual é a area da regido formada abaixo da reta y = d e acima do grafico de f(x)?

Resolugao

a) f=1=xl=1=x==+1
Os pontos de intersegéo séo (1,1) e (—1,1).

b) A éareado triangulo marrom é: A = 4%2 =4

3 2 S0 1 2 3 4 5

-1

o) Mod=|x|=d?=>x=+a?
da

-d"2 d"2

s . A . . . 2d?%.d
A regido marrom formada € um tridngulo de base 2d? e altura d. Assim, aarea é A = S = ds.




